6. Uberwac htes Lernen in KNN

1. Einleitung

2. Perzeptron

3. Mehrschichtnetze

4. Netze zum Lernen von Zeitreihen
5. Radiale Basisfunktionsnetze

6. Konstruktive Netze
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6.1 Einleitung

Ein KNN soll eine beliebige Abbildung T : X ! Y lernen, d.h. zu jedem
Muster x 2 X soll die zugehdrige Netzausgabey 2 Y moglichst gleich

T =T(x ) sein

Eingabevektoren: x 2 X mit

- X RT
- X zM
- X f0;1g™

Ausgabevektoren:y 2 Y mit

—Y f0;1g" oderY Z" (Klassikation)
— Y R" (Approximation oder Regression)

resultierendes Netz hat m Eingabeknoten und n Ausgabeneuronen
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Ziel: Parameter des KNN sind derart einzustellen, dass Fehler
Z

R[T] = KT(x) ykdP(x;y)

X

minimiert wird (erwartete Fehler).

Probleme: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(x;y) auf X Y ist unbekannt.

Ansatz: Minimierung des empirisc hen Fehlers Auswahl einer Tral-

Einstellung der Netzparameter, so dass der Trainingsfehler

1 X
RemplT] = i KT y K
=1

minimiert wird (empirischer Fehler).

Problem: F&ahigkeit des Netzes zur Generalisierung
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Exkur s: McCulloc h-Pitts Neuron

X1

Struktur eines Neurons
(McCulloch and Pitts, 1943):

Funktionalitat:

Xr] -
u= XiWi = X W = hX;wi
i=1

1 far u
O flir sonst

mit x 2 f0;1g™,w2f 1;1g", 2Z

Satz: Jede beliebige logische Funktion ist mit Netzen aus McCulloch-Pitts
Neuronen realisierbar.

Lernen ist nicht moglich !
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6.2 Perzeptron

Struktur eines Perzeptrons
(Rosenblatt 1958):

Funktionalitat:

Xr] 0
u= XiWj = X W = hX;wi
i=1

1 far u
O flir sonst

mit x; w2 R™ und 2R

aquivalente Formulierung mit Bias b :=

u—xnx-w-+b—xw+b' B 1 far u O
- o - Y= 0 fur sonst

=1
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gelegentlich wird der Bias b = auch als Gewicht wy eines weiteren
(konstanten) Eingangs xo = 1 angesehen:

u_an-W-_XW' 1 fir u O
__O R Y= 0 fur sonst
1=

Fur m = 2 beschreibt die Gleichung x w = 0 eine Gerade, die die Menge
aller Punkte x = (x1;X2) 2 R? in zwei Halbraume P und N teilt:

X -w >0

_ N XW<0//
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ldee des Perzeptron Lernalgorithm us

Lernproblem: Veranschaulichung fir x1;X, 2 Xp

+ Xy enthlt allex mitf (x) = 1 und Xs;X4 2 Xq bel =0

Xoenthlt allex mitf (x) = 0

- . : w(0)

+ Existiert Gewichtsvektor w mit
x w Ofrallex 2 X; und o
X w< 0frallex2 Xg ? W(l?','< \

Lernschritt:

+ falls (x w 0 und x 2 X;)
oder (x w< 0 und x 2 Xp) :
w(t+ 1) = w(t)

I+

falls x w< 0 und x 2 X;:
w(t+ 1) = w(t) + X

I+

falls x w 0 und x 2 Xp:
w(t+ 1) = w(t) x
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einfachere Formulierung der Perzeptron-Lernregel:

Sei T 2 10;1g der Wert des Lehrersignals (Sollausgabe) flr das Eingabe-
muster X, dann kann Fehler am Ausgang des Perzeptrons angegeben

werden: = (T )
Hiermit lassen sich alle 3 Falle des Lernschritts einheitlich beschreiben:

w(t+ 1) =w(t)+ x=w(t)+ (T Vy)X

oft wird eine zusatzliche Lernrate > 0 verwendet:
wt+ 1) =w(t)+ x=w({)+ (T y)x
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Lernalgorithm us fur Perzeptron:

Gegeben:
1 Neuron mit Schwellwert 2 R, m Gewichtew; 2 R, i = 1;:::;m
Menge T mitvon M Mustern x 2 R™ mit Lehrersignalen T 2 f0; 1g

Schritt 1: Initialisierung
Setze w;i(0);i=1;:::;m und (0) beliebig

Schritt 2: Aktivierung
Wéahle Muster x 2 X mit T 2f0;1g und berechne u=x w

Schritt 3: Ausgabe

Setze y=1fir u O bzw. y=0fur u<OoO
Berechne Differenz =T vy
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Schritt 4: Lernen

Adaptiere  Gewichte:  w;(t+ 1) = wi(t)+ X
Adaptiere  Schwellwert: (t+1)= (t)

(bei Standard Perzeptron-Lernregel ; =1

Schritt 5;: Ende

Solange es in T noch Muster mit 6 0 qibt,
zu Schritt 2

Satz zur Konvergenz des Perzeptron Lernalgorithm us:
(Minsky und Papert, 1969)

gehe zurick

Ist das Klassi kationsprob lem linear separierbar, dann ndet der Perzeptron
Lernalgorithmus nach endlicher Anzahl von Lernschritten eine L6sung.
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Konvergenzbeweis des Perzeptron Lernalgorithm us:

Annahmen und Vereinfachungen:

1. Es gibt einen Losungsvektorw mit jjw jj = 1,
der X und Xy absolut linear separiert

2. Furallex 2 Xg setze x = X
) Faralle x2 X = Xp[ Xy gilttw x>0

3. Alle Vektoren x 2 X sind normiert: jxjj = 1

4. Gewichtsvektor w(t) hat x 2 X falsch klassi zier t

w o w(t+1) —w w(t+ 1)
Iw g iiw(t+ 1)) w(t+ 1))

Betrachte cos =
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Zahler: w w(t+ 1) (w(t) + x)
w(t)+w X
w(t) +

w(0) + (t+ 1)

-

(w(t) + x) (w(t) + Xx)
jiw ()i + 2w (t)x + jixjj°
jiw (1)ii® + ixiji®

jiw(t)ji* + 1

jiw (0)jj + (t+ 1)

Nenner: jjw(t+ 1)jj?

W w(0)+ (t+ 1)

Einsetzen liefert: cos — =
jw(0)jj2 + (t+ 1)

) tist endlich, da stets qilt: cos 1
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Fehler ac hen

Eine Visualisierung des Fehlers am Ausgang eines Perzeptrons in Ab-

hangigkeit von den Gewichten bezeichnet man als Fehler &che .

Beispiele (fir m = 2 Eingange, = 1):
1) Fehler che der Funktion OR 2) Fehler che der Funktion XOR
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Bemerkung en zum Perzeptron

Liegt statt eines Klassi kationsprob lems mit zweli Klassen ein Klassi kati-
onsproblem mit n Klassen vor, so werden i.a. n Perzeptronen verwendet.

Hierbei lernt Perzeptron i, die Muster der Klasse i von den Mustern aller
anderen Klassen | 6 i zu trennen.

Anteil linear separierbarer Probleme sinkt bei Erh6hung der Eingabedi-
mensionalitat m

Beispiel: linear separierbare Boole'sche Funktionen mit m Variablen

m Anzahl linear separierbarer Fkt.  Anteil
2 14 (von 16) 87.5%
3 104 (von 256) 40.6%
4 1772 (von 65536) 2.7%

) LOsung: mehrschichtige Netze aus Perzeptronen ...
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ein zweischichtiges Netz aus Perzeptronen kann konvexe Polygone klas-
Si zieren:

ein dreischichtiges Netz aus Perzeptronen kann beliebige Mengen klassi-
Zieren:
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6.3 Mehrschichtig es Perzeptron (MLP)

Idee: Lernen mittels Gradientenabstieg
(erfordert jedoch eine differenzierbare Transferfunktion ) Verwendung der sigmoiden
Funktion f (x) = 1=(1 + exp( X)) anstatt der Schwellwertfunktion !)

Aufbau eines zweischichtigen

MLP mit sigmoiden Neuronen: w)/ P O
Berechnung der Netzausgabe y @) : w® \ \4}‘0()/
xn o’m
u = xw P e //\V//\\\
k=1 (1)
0 = 1 ) \“/"V/
@ _ % w@ @ Wi 'W}
u.=’ = yI .
J i=1 J 4@ // (’“\ \
yj(z) — f(uj(z)) (2)
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Lernen im mehrschic htig en Perzeptron

Quadratischer Fehler am Netzausgang:

Xn

firMuster : E =kT y k®= (T, vy;)?
j=1
hd XP XX
far alle Muster: E = E = kT y k%= (T Yi )
=1 =1 =1 j:].
mit: m : Anzahl Neuronen der Ausgabeschicht

M : Anzahl Muster in der Trainingsmenge
T; : Sollwert flr Neuron | bei Muster
y; :Ausgabe von Neuronj bei Muster
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Beispiel einer Fehler ache und eines Gradientenabstiegs:

Startpunkt

) hau g Abstieg in lokale Minima !
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Herleitung der Error Backpropagation Lernreg el

Flar Gewichte w; = wi(jz) der Ausgabeschicht gilt:

e _ 9 y @ K2
@wj @i
@ X (2) 12 @ 2) 12
= T = T i
aw; ( P Ve ) @Vij( iYi)
i X
@
= ATy —f( y wy)
@wj ,
| —{z—}
e
= 2T oy Py = 2y@ P

! J

wobei j(z) =

fir ein Muster bezeichnet
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Resultierende Lernregeln flr Gewichte wj = wi(jz) der Ausgabeschicht:

Im Online-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte nach der Pr sentation eines einzelnen Musters )

1) (2
Wij = Wjj — = W; + Y-()-()

@ -

Im Batch-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte erst nach der Pr sentation aller Muster )

@ X o 2)

= A — W (
Wij = Wi avi Wij + Yi® ]
i
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Fur Gewichte wy; = wkl der versteckten Schicht gilt:

@ _ a& @y _ @ X (T (2))2 @
@i @y @y oo J @i
X @ X X
= 2 (T, (2)) 0 f( (1) (2)) @N f( Xg Wei)
" @ sy O
|2 fz—}
e 4@
X X a
= 2 (T (2)2f (u(2)3 wi? £ qui) xy
j (2)
j
= 2X (@) (Z)f (u(l))x = 2 Xk i(l)

(1) _ (2)

wobel j

Schicht fur ein Muster bezeichnet
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Resultierende Lernregeln flr Gewichte wy; = wl(}i) der versteckten Schicht:

Im Online-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte nach der Pr sentation eines einzelnen Musters )

C= 1)

= Wki + Xk

@V i j

Wi = Wkj

Im Batch-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte erst nach der Pr sentation aller Muster )

@G A )

Wki = Wk — = Wk + Xk
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Error Backpropagation Lernalgorithm us (Online) fur MLP

Gegeben: Zweischichtiges m-h-n MLP
Menge T mit M Musterpaaren (x;T) mit Eingabemustern
X = (X1;::7;Xm) 2 X und zugehorigen Lehresignalen T =

Schritt 1: Initialisierung

(1) (2) (1)

Setze alle wk,, Wij, 7 und 1(2) far k= 1;:::;m,

1=1;::0;h, ) = 1,000, ;n auf kleine zuféllige Werte

Schritt 2: Berechnung der Netzausgabe y (2 (Vorwértsphase)
Wahle nachstes Muster x 2 X und berechne:

P

ui(l) = xwl(},) i(l) und yi(l) = f(ui(l)) far 1=1;:::;h
k=1

uj(z) = yI (2) j(z) und yj(z) = f(uj(z)) fur jJ = 1;:::5n
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Schritt 3: Bestimmung des Fehlers am Netzausgang

Berechne J-(Z) = (T, yj(z))fo(uj(z)) fur j=1;:::;n

Schritt 4: Fehlerrtckvermittlung (Ruckwartsphase)

P :
Berechne M = wi(jz) j(z)fo(ui(l)) fur i=1;:::;h
J

Schritt 5: Lernen

Adaptiere  Gewichte: w{” = wi? + y @
1 1 1

Adaptiere  Schwellwerte: @ - @ )
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Schritt 6: Ende Epoche

Solange noch weitere  Muster x 2 X vorhanden, gehe zurlck
zu Schritt 2

Schritt 7: Ende Training

X
Berechne Fehler E = kT y K?

=1
Solange E > und max. Anzahl Iterationen noch nicht
Uberschritten, gehe zurlick zu Schritt 2

Bemerkung: Error Backpropagation Lernalgorithmus kann auch fur MLPs mit
beliebig vielen Schichten verallgemeinert werden !
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Bemerkung en zum MLP mit Error Backpropgation

Schwellwerte ; wurden in Herleitung wegelassen; Lernregel resultiert aus
Betrachtung von ; als ein mit dem konstanten Eingang up = 1 verbun-
denes Gewicht wg; = ;.

einige sigmoide Funktionen und ihre Ableitungen:

+ logistische Funktion: f (x) = 1=(1 + e )
mit Ableitung fYx) = e =1 + e X)? = f(x)(1  f (X))
+ Fermi-Funktion: f (x) = 1=1+ e *)
mit Ableitung fY{x) = e =1+ e %= f(x)1 f(x))

+ Tangens hyperbolicus: f (x) = tanh (x) = (¢ e *)=(e* + e *)
mit Ableitung f {x) = 1=cosh?(x) = 4=(e* + e *)?2

die Ausgangsneuronen eines MLP dtrfen auch lineare Neuronen sein:
f(x)=x, fYx)=1
) sinnvoll bei Einsatz eines MLP zur Approximation !
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mogliche Trajektorie
bel Batch-Lernen:

mogliche Trajektorie
bei Online-Lernen:
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NETtalk als historisc he Anwendung von Backpropagation

Architektur des MLP: Aufgabe: Lernens der Ausspra-
che einfacher englischer Satze
[Sejnowski, Rosenberg 1986]

Zahl korrekt ausgesprochener
Worte:
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Satze zur Reprasentierbarkeit mit einem MLP

Zweischichtiges MLP mit sigmoiden Neuronen kann jede stetige Funktion
[0;1]" I [O; 1]™ beliebig genau approximieren [Cybenko 89].

Korollar: Zweischichtiges MLP kann jede stetige Entscheidungsgrenze zwi-
schen zwel Klassen beliebig genau approximieren.

Zweischichtiges MLP mit sigmoiden Neuronen in der verdeckten Schicht und
linearen Neuronen in der Ausgangsschicht kann jede stetige Funktion mit
"1 R™ auf einem kompakten Intervall I"  R" beliebig genau approximie-
ren [Funahashi 89].

Zweischichtiges MLP mit linearen Ausgansneuronen kann jede stetige Funk-
tion mit 1" I R™ auf einem kompakten Intervall | " R" beliebig genau
approximieren, wenn die Transferfunktionen in der verdeckten Schicht be-
schrankt, stetig und nicht konstant sind [Hornik 91].
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Probleme von MLP und Error Backpropagation

1. allgemeine Probleme eines Gradientenabstiegs:

a) Erreichen lokaler Minima

b) Flaches Plateau in der Fehler che
c) Oszillationen

d) Uberspringen guter Minima

2. kritische Wahl einer Lernrate
3. kritische Wahl der Anzahl Neuronen h in der verdeckten Schicht

4. Sattigung
(im S ttigungsbereich der sigmoiden Transferfunktion gilt fr Neuronj : f O(Xj) 0)

5. hohe Symmetrie

6. gute zufallige Initialisierung aller Gewichte wj; notig
(typisch wj 2 [ 2; 2] bei einem MLP mit m Eingabeknoten)

m’'m
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Veranschaulichung
von Problem 1:

(fr eindimensionale
Fehler che;
aus: [Zell 1994])
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Error Backpropagation mit Momentumterm

Idee: Bericksichtigung von Gewichtsanderung aus Schrittt 1in Schritt t

Einfhrung eines Momentumterms (Rumelhart 1986):.

0wt D= oy ow D

wij (t) =
mit Momentumfaktor O <1
zwel Falle:
a) sgn( w; (t 1)) = sgn( %\/(__t)) ) Beschleunigung
ij
@& (1)

b) sgn( w; (t 1)) 6 sgn( Qv ) ) Stabilisierung
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Einsetzen liefert:

Wij (t) = %V(Ut) + Wij (t 1)
_ @ (1) @(t 1) )
B @i i @i Foowito2)
_ X @&t K
k=0 @i

effektive Lernrate furt! 1 imFalla): L¢=
k=0

Momemtum-Term ist nur bei Batch-Lernmodus sinnvoll !
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mogliche Trajektorie

ohne Momentumterm:;

mogliche Trajektorie
mit Momentumterm:

Schwenker NI1
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Quickprop

Idee: Annaherung der Fehler- NE K
funktion durch Parabel 1
Lernregel (Fahlman 1989):
wi (1) = (1)  wi(t 1)

) I N / |

mit (1) = Si (1 \t:il// i
Sj(t 1) Sy (t) (D) [w(D) w(t-1)
und Sy (1) = (1) o OE -
! oW

viele Sonderfalle (s. [Zell94]): S(t-1) --
+ fr t= 0oder w;(t 1)=0 S(t)

gilt Backpropagation Lernregel

+ fr 5 (t) > max gilt Lernregel B
Wi (t) = max Wi (t 1) =(t1)=0

| Dw(t) | Dw(t:-l) w
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Super Self Adapting Backprop (SuperSAB)

ldee: gewichtsspezi sche , adaptierbare Lernraten j;

SuperSAB Lernregel (ToIIenaere 1990):

wi (t+ 1) = wi () (t) Qv (t)
mit (0) = star
& @&
% i (t 1) falls Wij(t 1) v, (t) > 0
i (1) = i (@ 1) fall & G
j E i (t 1) falls av; (t )@Vu ()< 0
' i (t 1) sonst
Typische Wahl der Parameter: * = 1:1:::1:2, = 0:5:::0:8

Verwendung nur im Batch-Lernmodus !
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Resilient Backpropagation (RPROP)

Problem aller bisher betrachteter Lernalgorithmen fur MLPs: w %
d.h. auf achen Plateaus der Fehler ache ist w sehr klein;
auf steilen Flanken der Fehler &che ist w sehr grol3

ldee: w6 f( %), aber: w= f(sgn(%))

RPROP Lernregel (Riedmiller, Braun 1993):

@
T (t) falls E(t) <0

@

8
% i (1) falls E(t) > 0
wj (t) = %

0 sonst
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