Rechnen bei eingeschrankter Prazision

* Integer-Rechenwerke sind optimiert fur die Verwendung ganzer
Zahlen, nicht fur das Rechnen mit Festkommazahlen !

» prinzipiell werden reelle Zahlen x aus einer Anwendung auf
ganze n-Bit Zahlen X" abgebildet, die as Festkommazahlen
interpretiert werden (z.B. durch Skalierung: X = &22 xx (1)

» drei Féle:

1) fester beschrankter Wertebereichvonx: x1 [a b] mit a<0
b Zahl der Vorkommastellen: s=dog,(max{|al, |o[})u+ 1

2) fester beschrankter Wertebereichvonx: x1 [a,b] mit a3 0
P Zahl der Vorkommastellen: s=dog, |ob|u

3) Waertebereich von x unbeschrankt, lediglich ein typischer Wert (z.B.
Startwert) Xo 1 0 ist bekannt

P Zahl der Vorkommastellen: s=dog, |x|u +a mit a abgeschétzt
Zahl der Nachkommastellen in dlen drei Féllen: g=n-s
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Rechnen bel eingeschrankter Prazision (Forts.)

* Probleme beim Rechnen mit Festkommazahlen:

— Wahl eines guten Skalierungsfaktors 22, mit dem einereelle Zahl xin eine
Festkommazahl x = éx %220 umgerechnet werden kann
P Festkommazahl X" ist mit Quantisierungsfehler g behaftet: X'=x+ g,

- ist Zahl der Vorkommastellen s zu klein, so ist die Dynamik zu niedrig:
Wahrscheinlichkeit fur Uberlauf ist grof3 !

- ist Zahl der Nachkommastellen g zu klein, soist die Prézision zu gering:
Genauigkeit kann insbesondere fr iterative Verfahren unzureichend sein !

- der aus dem (im folgenden zugrunde liegenden) Zwei erkomplement
resultierende asymmetrische Zahlenber eich ist insbesondere bei kleinen
Wortbreiten n oft ungiinstig

P Probleme z.B. bei Multiplikation oder Bildung des Absolutbetrags !
» betragsmaldig sehr kleine Festkommazahlen kénnen mit elner
negativen Vorkommastellenzahl s kodiert werden:
Beispie: n=8,s=—4 b Kodierungvon x1 [212, 24— 2-12] mdglich!
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Fehlerfortpflanzung

* Selen e, und g, die Fehler, mit denen zwei Festkommavariablen
a und b’ behaftetsind: a  =a+e;, b ' =b+e,
» firdie Additiona+ b folgt:
at+b =-a+te+b+te P e.p=6te
» for die Multiplikation a xb folgt:
axp =axb+axe,+bxe,+exe+ eyt
P €xp» axe,+bxe,+ ey

(wobel e €in bei Multiplikation entstehender Fehler ist, z.B. durch Bildung
eines n-Bit Wertes aus einem 2n-Bit Produkt)

» bei Anwendung einer Funktiony = f (X) gilt:
y=fx+te)+tea»f()+ext () +e P ew»ex () +e
k ﬂy o

.. . . . o O o

 bei einer Operationy =] (X1,..., X gilt:  Qspq,..x) » A A ><‘"7 +a
j=1 i
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Truncating vs. Rounding

* beim Rechnen mit Festkommazahlen miissen oft von einer m-Bit
Zahl x mit g Nachkommabitstellen die niedrigstwertigen r Bits
abgeschnitten werden, um eine n-Bit Zahl mit n < mzu erhalten

* im folgenden wird Gleichverteilung fir x angenommen
» zwel Techniken:
1) Abschneiden (, Truncating®):
Abschneiden der Bitpositionen X gir—1, ... , X g+1, X q
P el [-297+279 0], mittlerer Fehler: E[g] = —%x(29* - 279)
2) Runden (,Rounding“):
Abschneiden der Bitpositionen X gir—1, ... , X g+1, X gUnd Addition von

279 fals (Xgrro1 . X qr1 X g)2 X279 3 2291 d.h. falsgilt: Xqirq=1
b el [-29+1+29 2-a1] mittlerer Fehler: E[e] = — % x24

¢ Runden ist stets vorzuziehen, wird bel Festkomma-Arithmetik
i.a. aber nicht durch Hardware unterstiitzt !
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» Eine andere Moglichkeit, aus einer m-Bit Festkommazahl eine
n-Bit Zahl (mit n < m) zu erhalten, besteht im Abschneiden von
r fihrenden Vorkommabitstellen

» Abschneiden der Bitpositionen Xs 1, Xso, ... , Xs ISt fehlerfrei
moglich, wenn gilt: Xs1= Xs2= ... = Xeir = X1
P el [-251, 251, d.h. der resultierende Fehler liegt in der gleichen
Grofenordnung wie die Zahl x !

» dternativ ist eine Sattigung (,, Saturation*) denkbar, wird von
heutiger Integer Arithmetik-Hardware i.a. aber nicht unterstiitzt:
Wenn eine der abgeschnittenen Bitpositionen X, ..., X ungleich dem

Vorzeichen Xg1 ist, sowird in Xs,_1 ... Xo der groftmogliche darstellbare
positive oder negative Wert generiert

b eXT [_25—1 + 251 ps 1. zs—r—l]
 typische Anwendung: Addition zweier n-Bit Zahlen
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q
Berechnung von X; =& i Xm; mit 16-Bit Festkommazahlen:
i=1
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Beispidl 2:

Berechnung von my = my +v; Xx mit 16-Bit Festkommazahlen :
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Beispid 3:

Berechnung von my; =my; + h x(v; —my) xx; :
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