3. Grundlegende Begriffe von Logiken - Aussagenlogik

Wichtige Konzepte und Begriffe in Logiken:

e Syntax (Signatur, Term, Formel, . .. ):
Festlegung, welche syntaktischen Gebilde als Formeln (Aussagen, “Satze”, sen-
tences) einer Logik akzeptiert werden.

e Semantik: Festlegung, wann eine Formel als wahr (bzw. falsch) angesehen wird.

e Modell: mathematische Struktur, bezuglich der die Wahrheit einer Aussage
definiert werden kann;
Interpretation von Formeln

e Folgerbarkeit: wann/wie die Wahrheit einer Aussage aus der Wahrheit anderer
Aussagen folgt.
Folgerbarkeit ist ein semantischer Begriff und hangt mit dem Modell-Begriff
zusammen.
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Grundlegende Begriffe (2)

o Beweiskalkiil. System von Axiomen und SchluBregeln, das defininiert, wie eine
Formel aus anderen abgeleitet werden kann

~> Ableitung, Ableitbarkeit, Beweis, Theorem
e (Un-)Erfullbarkeit, (Un-)Giiltigkeit
e (Un-)Entscheidbarkeit

diskutiert zunachst am Beispiel der Aussagenlogik ( Propositional Logic):

Aussagenlogik formalisiert das Umgehen mit einfachen “Aussagen” (propositions),
denen ein Wahrheitswert (wahr oder falsch) zugeordnet wird.
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Aussagenlogik: Syntax

Die Formeln der Aussagenlogik werden auf folgende Weise gebildet.

e Das Vokabular besteht aus

— Konstanten W und F' (“wahr” und “falsch™)
— Aussagen-Symbolen A, B, C,. .. (Elemente einer aufzahlbaren Menge)

— den logischen Verkniipfungen (Junktoren, connectives):
einstellig: — (Negation)
zweistellig: A (Konjunktion), V (Disjunktion), = (Implikation), < (Aquivalenz)
(Die Notation fiir Verkniipfungen ist nicht einheitlich.)
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Aussagenlogik: Syntax (2)

e Die Menge der aussagenlogischen Formeln oder Aussagen (propositional formulae,
propositions) wird definiert durch:

1. Jede Konstante und jedes Aussagen-Symbol ist eine Formel.

2. Fir beliebige Formeln X, Y sind =X, X A Y usw. (fir alle Verknilipfungen)
Formeln.

3. Alle Formeln werden nach 1. oder 2. gebildet.

e Die 0.a. Reihenfolge der Verkniipfungen gibt auch die Prazedenz an (absteigend
von links nach rechts). Sofern fiir Eindeutigkeit notwendig, werden Klammern zur
Gruppierung benutzt:

zB. (AVB)ANC

Bemerkung: Eine induktive Definition wie die der Menge von Formeln ist typisch fur
die Art der Beschreibung von Syntax.
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Aussagenlogik: Semantik

Eine aussagenlogische Formel hat fiur sich allein keine Bedeutung. Sie erhalt eine
Bedeutung dadurch, dass den aussagenlogischen Symbolen, die in ihr vorkommen,
Wahrheitswerte zugewiesen werden.

Interpretation von aussagenlogische Formeln: Zuordnung von Wahrheitswerten

e Die Grundlage einer Interpretation ist eine Abbildung der Menge der Symbole in
die Menge der Wahrheitswerte {W, F}.

e Den Konstanten W und F' wird immer der Wert W bzw. F zugeordnet.

e Die Bedeutung einer Verknupfung c ist eine bestimmte Funktion f. auf Wahrheits-
werten; die Funktion kann (und wird typischerweise) in der Form einer Wahrheit-
stafel (oder -tabelle) angegeben werden.

Mit dieser Semantik der Verknipfungen wird eine Interpretation von Symbolen
eindeutig erweitert zu einer Interpretation von Formeln: unter einer Interpretation
erhalt jede (aussagenlogische) Formel einen Wahrheitswert.
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Aussagenlogik: Semantik (2)

Eine Interpretation, unter der eine Aussage wahr ist, definiert ein Modell fur die
Aussage.

Eine Interpretation ist ein Modell fur eine Menge von Aussagen, wenn sie Modell
jeder Aussage in der Menge ist.

Das umgangssprachliche “X ist wahr” bedeutet genauer: X hat den Wahrheitswert
W (unter einer gegebenen Interpretation).

Verschiedene Interpretationen konnen einer Formel unterschiedliche Wahrheitswerte
zuordnen; sie beschreiben verschiedene “mogliche Welten”. Intendierte Bedeutungen
von Aussagen sind aber fur das Umgehen mit Formeln irrelevant; es werden jeweils
nur die formalen Wahrheitswerte berucksichtigt.
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Aussagenlogik: Semantik (3)

Eine Formel heil3t

o gliltig (valid) oder Tautologie, wenn sie fiir jede Interpretation wahr ist (z.B.
PV —P).

e erfiillbar (satisfiable), wenn es eine Interpretation (ein Modell) gibt, die sie wahr
macht (z.B. P A —Q).

e unerfiillbar oder widerspriichlich, wenn sie fiir keine Interpretation wahr ist (z.B.
P N —=P).
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Aussagenlogik: Semantik (4)

Satz: Es ist entscheidbar, ob eine aussagenlogische Formel

(a) eine Tautologie ist,
(b) erfullbar ist.

Beweis: Ein Entscheidungsalgorithmus ist z.B. gegeben durch das Aufstellen einer Wahrheitstafel fur
alle 2" moglichen Interpretationen (n die Anzahl der verschiedenen in der Formel vorkommenden
Aussagen-Symbole).

Semantische Folgerung (engl. entailment):

Fur eine Aussagenmenge S und eine Aussage X heilt X semantische Folgerung von
S, wenn jede Interpretation, die S wahr macht, auch X wahr macht.

Notation: S = X soll bedeuten “X folgt (semantisch) aus S

“X giltig” ist gleichbedeutend mit " X"
d.h. X folgt semantisch aus der leeren Menge von Formeln.
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Aussagenlogik: Gesetze

Die folgenden Gesetze gelten fur aussagenlogische Formeln.

e Kommutativitat:

e Assoziativitat:

e Distributivitat:
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XANY &S YANX
XVY&YVX
(X e Y)e (Yo X)

(XAYIVNZ < XAN(YNZ)
(XVY)VZ&XV(YVZ)

XA(YVZ) e (XAY)V(XAZ)
XV(YAZ) & (XVY)A(XVZ)



e deMorgan'sche Regeln:

~(XANY)&s (mX VYY)
~(XVY)s (- XA-Y)

e Umformungen:

—X & X
X=Y<-XVY

Die logischen Aquivalenzen kdnnen auch als “Gleichungen” interpretiert und im Sinne
eines Gleichungskalkiils als Ersetzungsregeln benutzt werden.
~» Termersetzung
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Aussagenlogik: Normalformen

Verschiedene Interpretationen konnen einer Formel unterschiedliche Wahrheitswerte
zuordnen; sie beschreiben verschiedene “mogliche Welten”. Intendierte Bedeutungen
von Aussagen sind aber fur den Kalkul irrelevant; er bertucksichtigt nur die formalen
Wahrheitswerte.

Literale:

- Symbole A, B, ... (positive Literale)

- negierte Symbole = A, =B, ... (negative Literale)

Die Menge der Literale ist eine Teilmenge der Formeln.
Fiir ein Literal L soll L seine negierte Form bezeichnen, also

A:=-Aund "4 = A.
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Aussagenlogik: Normalformen (2)

Konjunktive Normalform (KNF): Formel der Form Konjunktion von Disjunktionen
von Literalen, z.B.

(L1 Voo .V Ly )N oo oA (Lt Voo oV Ly )

Disjunktive Normalform (DNF): Formel der Form Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen, z.B.

(Liy Ao oA Ly )V oo N (Lypgy Ao oo A Ly, )

Satz: Jede aussagenlogische Formel kann in aquivalente Formeln in konjunktiver bzw.
disjunktiver Normalform umgewandelt werden.

Klausel: Disjunktion von Literalen, haufig als Menge geschrieben.

Eine Formel in KNF kann als Menge von Klauseln dargestellt werden.
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Kalkule

Ein (formaler) Kalkiil oder axiomatisches System ( “Hilbert-System™ ) wird charakter-
isiert durch

e ecine Menge von wohlgeformten Formeln (bzw. eine Vorschrift, z.B. eine Gram-
matik, die deren Form bestimmt)

e cine Menge von Axiomen, eine Teilmenge der Menge von Formeln, die als gultig
angesehen werden

e cine Menge von SchluB- oder Ableitungsregeln, die eine Menge von Formeln, den
Pramissen, eine Formel, die SchluBfolgerung, zuordnet; geschrieben i.a. als
Fy, ..., F,
Fn+1

Eine Ableitung aus einer Menge S von Formeln ist eine endliche Folge Fy, ..., F,
von Formeln, so dass jede Formel entweder ein Axiom (genauer: eine Instanz eines
Axiomenschemas), ein Element von §, oder die SchluBfolgerung der Anwendung einer
Ableitungsregel, angewandt auf vorhergehende Formeln als Pramissen, ist.
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Kalkiile (2)

Ein Beweis ist eine Ableitung aus der leeren Menge von Formeln.

Eine Formel F' ist ableitbar aus S in einem axiomatischen System, wenn es die letzte
Formel einer Ableitung aus S ist.

Eine Formel F' ist ein Theorem, wenn es die letzte Formel eines Beweises ist.
Ableitbarkeit wird ublicherweise durch das Symbol + (engl. turnstile) bezeichnet:

S F F  Fist aus (der Menge von Formeln) S ableitbar.
- F F' ist ein Theorem.
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Kalkiile (3)

Deduktionstheorem: Eine Formel G ist aus S U {F'} ableitbar genau dann, wenn
F = G aus S ableitbar ist:

SU{F} - G gdw. S+ F=(G
Der Beweis setzt eine minimale Starke des axiomatischen Systems voraus.

Bemerkung: Das Theorem ist ein Metatheorem: es sagt etwas uber ein axiomatisches
System aus.
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Kalkiile (4)

Adaquatheit eines Kalkuls:

e Korrektheit: nur folgerbare Formeln sind ableitbar
= F impliziert = F

e VolIstandigkeit: jede folgerbare Formel ist ableitbar
= F impliziert F F
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Axiomatisierung der Aussagenlogik

Ein axiomatisches System fiir Aussagenlogik ist gegeben durch:

Axiome: fur beliebige Formeln X, Y, Z (d.h. es handelt sich um Axiomen-Schemata)
X=(Y=X)

(X=(Y=2)=(X=Y)=(X=2)
("X =-Y)= (- X=Y)= X)

Bemerkung: Jedes der Axiome ist eine Tautologie.

SchluBregel: modus ponens
X X=Y

Y
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Axiomatisierung der Aussagenlogik (2)

Satz: Das angegebene axiomatische System ist korrekt und vollstandig.

Das Axiomensystem ist minimal: keines der Axiome kann fortgelassen werden.
Beachte, dass die anderen logischen Verknupfungen mit Hilfe von — und = aus-
gedruckt werden konnen.

Bemerkung: Das Deduktionstheorem fur Aussagenlogik laBt sich aus den ersten
beiden Axiomen und der SchluBregel ableiten.
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Beweise im Aussagenkalkul

In der Aussagenlogik ist man meistens daran interessiert, Tautologien abzuleiten/zu
beweisen.

Beweismethoden: u.a.

Aufstellen einer Wahrheitstafel

Ableiten durch aquivalente Umformung (mit Hilfe der o.a. Regeln)
Beweis aus den Axiomen mit Hilfe der SchluBregeln
Wang-Algorithmus

Resolutionsverfahren

Tableaux-Verfahren

OBDD's ( ‘Ordered Binary Decision Diagrams')

© N o o B . b=

und mehr . ..
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Beweise im Aussagenkalkiil (2)

Beispiel eines Beweises aus Axiomen mit der SchluBregel:

fur die Formel P = P

(1) (P=(P=P)=P)=(P=(P=P)=(P=P)
(2) (P=((P=P)=P)

3) (P=(P=P))=(P=7P)

(4) (P =(P=P)

(5) (P=P)

Diese Form des aussagenlogischen Beweises hat in der Praxis keine Bedeutung
(warum?).
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Beispiel-Beweis mit Wahrheitstafel:

(*)  [P=(Q@=R)]|=|[(PAQ)= R

PlQ|R|Q=R| P= |PAQ|PAQI (™
(@ = R) = R
Wi w| W |14 W W W W
Wi WwW/| F F F 1% F |14
Wil F | W 1% 1% F 1% 1%
Wi F | F 1% |14 F W |14
Fl1W| W 1% W F W W
F|W/|F F W F W 1%
F|F | W 1% 1% F 1% 1%
F|F | F 1% |14 F |14 W
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Wang-Algorithmus

(H. Wang 1960) — eine Beweismethode fiir Aussagenlogik, die im allgemeinen schneller
ist als das Aufstellen einer Wahrheitstafel

Voraussetzung: Zu beweisende Aussage wird formuliert in Form einer Sequenz (engl.
sequent): Pramissen links vom Ableitungssymbols |-, die abzuleitende SchluBfolgerung
rechts von .

Beispiel:
P=, =R, -R F P

Die allgemeine Form einer Sequenz,

P17P27°"7Pm - Qla"')Qn

ist (informell) zu interpretieren als

Pl/\PQ/\.../\Pm:>Q1\/...\/Qn
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Wang-Algorithmus (2)

Der Wang-Algorithmus besteht darin, die Sequenz schrittweise nach den folgenden
Regeln so umzuformen, dass einfachere Sequenzen entstehen.

1. Eine negierte Aussage =X wird gestrichen und X auf der anderen Seite von F
hinzugefugt.

2. Fur eine Konjunktion X A Y auf der linken Seite wird A durch ein Komma ersetzt.
Fur eine Disjunktion X V Y auf der rechten Seite wird V durch ein Komma ersetzt.

3. Wenn eine Aussage auf der linken Seite die Form X V Y hat, wird die Sequenz
durch zwei neue Sequenzen ersetzt, in denen die Disjunktion durch X bzw. Y
ersetzt ist.

4. Wenn eine Aussage auf der rechten Seite die Form X A Y hat, wird die Sequenz
durch zwei neue Sequenzen ersetzt, in denen die Konjunktion durch X bzw. Y

ersetzt ist.
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Wang-Algorithmus (3)

5. Eine Implikation X = Y wird durch =X V Y ersetzt, d.h. Implikationen werden
eliminiert.

6. (Terminierungsregel 1): Eine Sequenz wird als bewiesen angesehen, wenn eine
Aussage X sowohl auf der linken wie auf der rechten Seite von  auftritt. (Man
beachte, dass X auch zusammengesetzt sein kann, also kein Symbol sein muss.)
Eine solche Sequenz wird Axiom genannt.

Die urspriingliche Sequenz ist bewiesen, wenn alle aus ihr abgeleiteten Sequenzen
bewiesen sind.

7. (Terminierungsregel 2): Eine Sequenz ist nicht als giiltig nachgewiesen, wenn alle
Formeln in ihr individuelle Aussagensymbole sind und kein Symbol sowohl auf der
linken wie der rechten Seite von F auftritt.

Wenn eine solche Sequenz gefunden worden ist, terminiert der Algorithmus, und
die urspriingliche SchluBfolgerung folgt nicht aus den Pramissen.
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Wang-Algorithmus: Beispiel

Beispiel eines Beweises mit dem Wang-Algorithmus fiir die 0.a. Sequenz:

(1) P=Q, Q= R, -R - P
(2) =PV Q,~QV R,~R F —P
(3) =PV Q,~QVR F —P,R
(4) -P,~QV R + —P.R

(5) @,~-QVRF -PR
6) @,-Q F =P, R

(7) Q, R+ —-P,R

(8) @ - -P,R,Q

alle Sequenzen auf Axiome reduziert: ~ fertig
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Ausgangs-Sequenz

2 X =-Regel

—-Regel

aus (3) mit V-Regel

= (4) ist Axiom (/)

auch aus (3) mit V-Regel
aus (5) mit V-Regel

auch aus (5) mit V-Regel: /
aus (6) mit —=-Regel: /



Beispiel-Beweis als (Und-)Baum:

P=Q,Q=R,-RF —P
PV @, Q=R —-R F =P

-PVQ,-QVR,-RFF —P

-PVQ,-QVRF PR

/\

-P,-QVR F -P,R Q,-QVR}+ —-P.R
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Q,-Q F P, R QQ,R v -P,R
|
Q F -P,R,Q vV
|
Vv



Wang-Algorithmus (4)

Korrektheit des Wang-Algorithmus?

Der Algorithmus terminiert immer mit einer eindeutigen Losung:
In jedem Schritt wird eine Verknupfungsoperation eliminiert, wodurch die Sequenz
verkurzt wird, selbst wenn neue Sequenzen generiert werden.

Die Reihenfolge, in der die Regeln angewendet werden, hat keinen Einfluss auf die
Terminierung und das Resultat, wohl aber auf die Lange der Ableitung.
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Grundbegriffe: Zusammenfassung

e Formalisierung der Syntax der Sprache einer Logik

e Formalisierung der Semantik: Modelltheorie

e Folgerbarkeit (als semantische/modelltheoretischer Begriff)

e Beweiskalkil und Ableitbarkeit (auf syntaktischen Strukturen)

e Korrektheit und Vollstandigkeit eines Kalklls;
Ableitbarkeit und Folgerbarkeit sollen nach Moglichkeit zusammenfallen (wie bei
der Aussagenlogik)

e Im Idealfall ist die Logik (oder eine Teilmenge) entscheidbar (oder wenigstens
semi-entscheidbar), so dass mit Formeln “gerechnet” werden kann.

Ein Ziel der maschinellen Deduktion ist es, dieses “Rechnen” moglichst effektiv
und effizient zu machen.
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