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Aufgabe 8-1

Fiir n, k € N, mit £ < n, ist der Binomialkoeffizient wie folgt definiert:

(1) =mmm

Die wesentlichen Schwierigkeiten bei der Umsetzung dieser Definition in PVS treten im
Bereich der Typisierung auf:

e Der Definitionsbereich ist durch die Bedingung k& < n eingeschrénkt.
e Bei der Division darf der Nenner selbstverstandlich nicht Null sein.

e Der Binomialkoeflizient ist stets ganzzahlig, d. h. der Nenner teilt den Z&hler.

Eine PVS-Funktion zur Berechnung des Binomialkoeffizienten soll daher schrittweise
entwickelt werden:

a) Definieren Sie eine rekursive Funktion factorial(n:nat) : RECURSIVE nat zur
Berechnung der Fakultdtsfunktion (siehe auch Aufgabe 4-1).

e Die Fakultédtsfunktion liefert immer positive ganze Zahlen. Formulieren und
beweisen Sie ein entsprechendes JUDGEMENT.

e Formulieren Sie fiir m,n € N und f : N — N eine Funktion prod(m,n,f)
RECURSIVE nat, die das Produkt der Funktionswerte von f an den Stellen
m,m+1,m+ 2,...,n bildet.

Zeigen Sie: n
k<n = Z—: = H i
i=k+1
b) Definieren Sie eine Funktion binomial zur Berechnung des Binomialkoeffizienten.
Zur Vermeidung von TCCs soll als Wertebereich von binomial zunéchst real
verwendet werden. Schrianken Sie den Definitionsbereich fiir Parameter k geeignet
ein! Zeigen Sie:

binomial_0_0 : FACT binomial(0,0) = 1
binomial_n_n : FACT binomial(n,n) =1
binomial_n_O : FACT binomial(n,0) = 1

binomial_positive : LEMMA
FORALL (k:upto(n)): binomial(n,k) > O
binomial_cancelled : LEMMA
FORALL (k:upto(n)):
binomial(n,k) = prod(n-k+1,n,id) / factorial(k)

Hinweis: Manche der in der Prelude-Theorie real _props bewiesenen Eigenschaf-
ten der Division sind hier niitzlich, z. B. div_div2 oder div_cancel2.
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c) Zeigen Sie die bekannte Rekursiongleichung fiir den Binomialkoeffizienten:

n n—1 n—1
vn, k ok =
n, k>0 <n = <k> (k—1>+<k>
d) Verwenden Sie die Rekursiongleichung, um zu zeigen, dass der Binomialkoeffizient
eine ganze Zahl ist:

binomial_integer : LEMMA
FORALL (k:upto(n)): integer_pred(binomial(n,k))

Hinweise:

o Das uninterpretierte Priadikat integer_pred stammt aus der Prelude-Theorie
integers.

e Es wird die Eigenschaft benotigt, dass die Addition auf den ganzen Zah-
len abgeschlossen ist; dies ist in der Prelude-Theorie integers als Axiom
closed_plus formuliert.

e) Formulieren und beweisen Sie schliellich ein JUDGEMENT fiir die Tatsache, dass
binomial immer eine positive ganze Zahl liefert:

binomial_nat : JUDGEMENT
binomial(n:nat,k:upto(n)) HAS_TYPE posnat

Aufgabe 8-2

In dieser Aufgabe betrachten wir die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier
natiirlicher Zahlen nach folgendem Algorithmus:

_ x falls y = 0
ged(z,y) = { gcd(y, x mod y) sonst

Dabei bezeichnet x mod y den ganzzahligen Rest der Division von z durch y.

a) Die PVS-Prelude-Theorien divides und modulo_arithmetic enthalten Defini-
tionen und Theoreme iiber Teilbarkeitsbeziehungen bzw. Divisionsrestberechnun-
gen. Machen Sie sich mit diesen Theorien vertraut.

b) Definieren Sie zwei Priadikate common_divisor(d,x,y) und greatest_common _di-
visor(d,x,y) mit der Bedeutung: ,,d ist der (grofite) gemeinsame Teiler von x
und y.“
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c) Definieren Sie eine rekursive Funktion GCD(x,y:nat) : RECURSIVE nat nach
dem oben angegebenen Algorithmus.

d) Zeigen Sie:

e Fiir x,y € N ist GCD(x,y) ein gemeinsamer Teiler von = und y.
e Fiir p,q € N* ist GCD(p,q) der gréfite gemeinsame Teiler von p und g.

Hinweis: Die beiden Aussagen sind jeweils mit (starker) Induktion zu zeigen. Bei
den jeweiligen Induktionsschritten erweisen sich folgende Lemmata als hilfreich:

common_divisor_rec : LEMMA
y > 0 IMPLIES
common_divisor(d,y,rem(y) (x)) => common_divisor(d,x,y)
greatest_common_divisor_rec : LEMMA
y > 0 IMPLIES
greatest_common_divisor(d,y,rem(y) (x)) =>
greatest_common_divisor(d,x,y)

e) Als Variante soll die Funktion nun so definiert werden, dass ihre Eigenschaften
im Typ des Funktionswerts kodiert werden:
gcd(x,y:nat) : RECURSIVE {d:nat | P(d)}

e Formulieren Sie ein geeignetes Priadikat P, das die entsprechenden Eigen-
schaften aus d) ausdriickt.

e Definieren Sie damit die Funktion gcd.

e Beweisen Sie die entstehenden TCCs!

e Leiten Sie aus der Typinformation von gcd die entsprechenden Eigenschaften
aus d) als Korollare ab.

Hinweis: Verwenden Sie bei den Beweisen den Befehl (TYPEPRED <ezprs>), um
die Typinformation von ged sichtbar zu machen. Die Lemmata aus d) sind auch
hier niitzlich.

f) Vergleichen Sie die beiden Varianten hinsichtlich Versténdlichkeit, Beweisauf-
wand, Anwendungsmoglichkeiten, etc. Welche bevorzugen Sie?

Aufgabe 8-3

Zeigen Sie in PVS: Der Binomialkoeffizient ") ist stets durch ——— teilbar.
k ged(n, k)
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Aufgabe 8-4

Beweisen Sie je nach Gemiits- oder Wetterlage einige der folgenden Eigenschaften in

PVS:

K . o n falls n <1
. > = fib(n + 1), mit fib(n) = { fib(n — 1) +fib(n — 2)  sonst

ds,t € Z:ged(a,b) =s-a+t-b
ged(a,b) =1 = gcd(a-b,m) = ged(a,m) - ged(b, m)

a-b=gcd(a,b)-lcm(a,b)
b)

wobei lcm(a, b) das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b bezeichnet.

(
ged(a, lem(b
(b

:¢)) (ged(a, b), ged(a, ¢))
lcm(a, ged(b, ¢) lcm

= lcm
) = ged(
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