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Aufgabe 5-1

a) Definieren Sie in PVS den Typ even der geraden natürlichen Zahlen als Subtyp
von nat.

b) Definieren Sie eine rekursive Funktion half, die eine gerade natürliche Zahl hal-
biert.

c) Überprüfen Sie mit M-x tc ihre Theorie auf Typkorrektheit. Lassen Sie sich mit
M-x show-tccs die entstandenen Typkorrektheitsbedingungen anzeigen. Es treten
unterschiedliche Arten von TCCs auf: welche? Erklären Sie, warum diese TCCs
generiert wurden. Beweisen Sie die TCCs mit M-x pr.

d) Zeigen Sie:

half_halves : THEOREM

FORALL (n:nat): half(2*n) = n

Aufgabe 5-2

Über einem Grundtyp T definieren wir Sequenzen mit fester Länge N als Funktion fol-
genden Typs:

Sequenz : TYPE = [below(N) -> T]

a) Definieren Sie ein Prädikat permutation of?(S1,S2), das angibt, ob die Sequenz
S1 eine Permutation der Sequenz S2 ist.

b) Zeigen Sie, das permutation of? eine Äquivalenzrelation ist.

Hinweis: Eigenschaften bijektiver (injektiver / surjektiver) Funktionen aus der
PVS-Prelude-Theorie können verwendet werden.

c) Definieren Sie ein Prädikat in?(x:T,S:Sequenz) das angibt, ob ein Element in
einer Sequenz enthalten ist.

Zeigen Sie:

perm_in? : LEMMA

permutation_of?(S1,S2) => (in?(x,S1) = in?(x,S2))

Die Definition von in? kann auf zwei Arten geschehen – welche? Welche erscheint
Ihnen für den Beweis günstiger?
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Aufgabe 5-3

Die folgende PVS-Deklaration definiert natürliche Zahlen als einen abstrakten Datentyp
Nat mit Konstruktoren zero und succ:

Nat : DATATYPE

BEGIN

zero : zero?

succ(prd:Nat) : succ?

END Nat

a) Definieren Sie auf diesem Datentyp die Addition als rekursive Funktion. Benutzen
Sie dazu folgendes Grundgerüst:1

; +(n,m:Nat) : RECURSIVE Nat =

CASES m OF

zero : <... Resultat für n + zero ...> ,

succ(y) : <... Resultat für n + succ(y) ...>

ENDCASES

MEASURE m BY <<

b) Beweisen Sie in PVS die Assoziativität der so definierten Addition:

% x,y,z : VAR Nat

add_associative : THEOREM x + (y + z) = (x + y) + z

c) Beweisen Sie in PVS die Kommutativität der Addition:

add_commutative : THEOREM x + y = y + x

Hinweis: Sie werden in diesem Beweis vermutlich die Hilfsgleichungen zero +
y = y und succ(x ) + y = succ(x + y) benötgen. Beweisen Sie dafür geeignete
Lemmata!

d) Geben Sie eine analoge Definition der Multiplikation über Nat an.

e) Beweisen Sie in PVS die Distributivität der Multiplikation bzgl. der Addition:

mult_distributes_add : THEOREM x * (y + z) = (x * y) + (x * z)

f) Beweisen Sie in PVS die Assoziativität der Multiplikation:

mult_associative : THEOREM x * (y * z) = (x * y) * z

1Das Semikolon am Zeilenanfang der Deklaration von + trennt die Deklaration syntaktisch von der
vorigen ab. Dies muss an dieser Stelle (leider) gemacht werden, da der PVS-Parser sonst + als Infix-
Operator interpretiert und so durcheinander gerät.
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